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Решение (i)
По дефиниция I = 〈2−

√
−5〉 =

{
(2−

√
−5)z | z ∈ Z[

√
−5]

}
.

Нека J = {a+ b
√
−5 | a ≡ −2b ( mod 9)}.

Ще докажем, че I ⊆ J . За произволно i′ = (2 −
√
5i)(c +

√
5di) ∈ I, ще покажем че съществува

j = a+
√
5bi ∈ J , такова че j = i′.

a+
√
5bi = (2−

√
5i)(c+

√
5di) = (2c+ 5d) + (2d− c)

√
5i

a ≡ −2b ( mod 9) ⇐⇒ 2c+ 5d ≡ −4d+ 2c ( mod 9) =⇒ i′ ∈ I =⇒ I ⊆ J

Ще докажем, че J ⊆ I. За произволно j = a+
√
5bi ∈ J , ще покажем че съществува z = c+

√
5di ∈

Z[
√
−5], такова че j = (2−

√
5i)z.

a+
√
5bi = (2−

√
5i)(c+

√
5di) a+

√
5bi = (2c+ 5d) + (2d− c)

√
5i

=⇒
∣∣∣∣ a = 2c+ 5d
b = 2d− c

∣∣∣∣ a = 2(2d− b) + 5d
c = 2d− b

∣∣∣∣ 9d = a+ 2b
9c = 2(a+ 2b)− 9b

∣∣∣∣ 9d = a− 2b
9c = 2a− 5b

d =
a− 2b

9
, c =

2a− 5b

9
∈ Z =⇒ j ∈ I =⇒ J ⊆ I

Следователно I = J

Решение (ii)
Ще докажем че изображението ψ е хомоморфизъм на пръстени, като

ψ : Z[
√
−5] → Z9, ψ(a+

√
5bi) = a+ 2b ( mod 9) ∀(a+

√
5bi) ∈ Z[

√
−5]

ψ((a+
√
5bi) + (c+

√
5di)) = ψ((a+ c) + (b+ d)

√
5i) = a+ c+ 2(b+ d) ( mod 9)

= (a+ 2b)( mod 9) + (c+ 2d)( mod 9) = ψ(a+
√
5bi) + ψ(c+

√
5di)

ψ((a+
√
5bi)(c+

√
5di)) = ψ((ac− 5bd) + (ad+ bc)

√
5i) = (ac− 5bd) + 2(ad+ bc)

√
5i ( mod 9)

= (a+
√
5bi) ( mod 9).(c+

√
5di) ( mod 9) = ψ(a+

√
5bi)ψ(c+

√
5di)

за произволни (a+
√
5bi), (c+

√
5di) ∈ Z[

√
−5]

ker(ψ) = {a+ b
√
−5 | a+ 2b ≡ 0 ( mod 9)} = {a+ b

√
−5 | a ≡ −2b ( mod 9)} = I

Следователно, от теоремата за хомоморфизми на пръстени Z[
√
−5]/I = Z[

√
−5]/ ker(ψ) ' im(ψ) = Z9
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